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NOUVELLE MÉTHODE POUR TROUVER UNE LIMITE SUPÉRI- 
EURE ET UNE LIMITE INFÉRIEURE DES RACINES 
RÉELLES DUNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE QUELCONQUE. 


[Nouvelles Annales de Mathématiques, x11. (1853), pp. 329—336.] 


1. LEMME. Soient 
Ci» Cz, ARA Ci, C, 


une suite de quantités positives, assujetties à cette loi 
1 1 1 
C= pu, ent Orm a H ces Open past D nee Des rs 


où les y sont des quantités positives quelconques. 
Si, dans la fraction continue 
6 ME te 
Qu + Qu + Qu + 0 + Gr + Gr 
(les quantités qı, qa... étant des quantités positives ou négatives), on a les 
inégalités 
[a] >C, [q] >C [gs] > Os [gra] > Crus [gr] > Or 


(les crochets indiquent la racine carrée positive du carré de la quantité que 
ces crochets renferment), le dénominateur de la fraction continue aura même 


signe que le produit qıq29s ... Qr-1Qrs 
Démonstration.  Posons 


WwWw.rcin.org.pl 


56] Nouvelle Méthode, etc. 425 


il est aisé de vérifier que les dénominateurs successifs de la fraction continue 
sont 
Nu, Na Mes Ma Mo Mg, sus... y M MaMe s.. My My 5 


m, a même signe que q: 
KARY 1 ER om | 
sc mul ee le ee. er ea 
QD m’ [u] m m `m 


donc Q, a même signe que Ma, et aussi M, M est de même signe que Gi: 


1 1 
ur » [g] Er etc. ; 


1 KE 1 1 
m>ptro Ma Mar m n’ al> T 


donc q, a même signe que m,; ainsi m,Mm4m, est de même signe que 44:93; 
et, en continuant, on parvient à démontrer que MMM ... m,-1m#, c'est-à-dire 
le dénominateur de la fraction continue, est de même signe que le produit 


Qals +++ Qr-1Qre 


2. THÉORÈME. Si f(x) est une fonction algébrique entière de degré n, 
et si l'on prend arbitrairement une autre (x) algébrique et entière, et d'un 


degré moindre que n, et qu'on développe la fraction $ a en fraction continue 


E PRO 
fa) O E D A TORE D E P. A 


où X;, X... X, sont des fonctions rationnelles de x, et si l'on forme l'équation 
(8) (X “he C°) (X? (E C?) bag (X AT C*,_) (X gi C.) =0, 


la racine réelle supérieure de cette équation sera plus grande, et la racine réelle 
inférieure de cette équation sera moindre qu'aucune des racines réelles de 


l'équation 
f(æ)=0; 

et si toutes les racines de l'équation (0) sont imaginaires, l'équation 
f(æ)=0, 


aura aussi toutes ses racines imaginaires. 


Démonstration. Tous les quotients de la fraction continue qui suivent le 
premier quotient, savoir: X,, X,... X,, sont en général des fonctions linéaires 
de x, et X, sera aussi linéaire, si ġ (x) est de degré n — 1 ; les cas particuliers 
ne changent pas la marche de la démonstration; mais il faut remarquer 
que lorsque f(x) et (x) ont des racines communes, le dernier quotient aura 


la forme D, [x] étant l’avant-dernier terme, et alors, dans l'équation (8), 


au lieu de X, — 0, on écrit simplement X°. 
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Soient L la plus grande racine et A la plus petite racine de l'équation (0); 
alors aucun facteur de (4) ne peut devenir nul pour des valeurs de æ comprises 
entre + œ et L, et entre À et — œ ; donc on aura toujours 


CERN IIE ELLE LEZ)] 


E aOR 
PARTA 


Or f(x) est évidemment égal au dénominateur de la fraction continue 
multiplié par un facteur constant. Donc, en vertu du lemme, le dénominateur 
de la fraction continue est de même signe que le produit X,X,X; ... X,_,X, 
pour les valeurs de æ comprises entre + % et L, et entre A et — æ% ; mais dans 
ces intervalles la fonction générale X; n'étant pas comprise entre + C; et — C; 
ne peut devenir nulle, et, par conséquent, ne peut changer de signe; donc le 
dénominateur de la fraction continue conserve le même signe pour toute 
valeur de æ renfermée entre ces intervalles, et de même f(x); L est donc une 
limite supérieure et A une limite inférieure des racines de l'équation 


f(&)=0. 


Le nombre des racines réelles de l’équation (0) est évidemment pair, zéro 
compris; dans ce dernier cas, c’est-à-dire (0) n'ayant aucune racine réelle, 
f(x) ne changera donc pas de signe pour des valeurs de æ comprises entre 
+œ et — ©; autrement toutes les racines de f(x) = 0 sont imaginaires. Le 
théorème est donc complétement démontré.” 


3. Si p(x) est de degré n — 1, la fraction continue renferme en général 
(sauf les cas où quelques-uns des coefficients deviennent nuls), comme il 
a été dit plus haut, n quotients linéaires de la forme 


Œe—b, aæ—b,... anat — bni, Ant — bn; 
donc, d’après le théorème, la plus grande et la plus petite des 2n quantités 


bO bt bnitOni Du + Cu 
Qi” pui , d, ... An , an V5. 


sont respectivement une limite supérieure et une limite inférieure des 
racines de l'équation 
f(a)=0. 


Si l’on prend (r = n) 
jp = þh E = hn = l, Mn = 2, 
on vient au théorème énoncé [p. 423]. 
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4. Lors même que les quotients X,, X,, etc., ne sont pas linéaires, on 
naura pourtant jamais à résoudre que des équations du premier degré. En 
effet, soient les 2r équations de degré quelconque 


Z;-C=0, X;-0,=0...X,-C,=0, 
X, +0, = 0, A +0 = X, +0, =0. 


Il suffit de trouver une quantité } supérieure aux racines de ces équations, 


`A 


et une quantité À inférieure à ces mêmes racines, l et À seront des limites 
pour l’équation 
f(@)=0. 


Si donc une de ces équations est de degré p > 1, on applique à cette équation 
le procédé ci-dessus, en choisissant une fonction (x) de degré p — 1, et, en 
agissant ainsi, on arrivera par une sorte de trituration à n’avoir à traiter que 
des équations du premier degré. 


5. Ona 


Djak iis 


i—l 


plus la valeur de w; est petite, et plus on aura de chances à resserrer les 


C; P là 
; par contre, on aura un désavantage sous 


bi + Ci 1 
2E, car Cip = FR 
i+1 


plus u; diminue, et plus C;,, augmente. Cet inconvénient n’a pas lieu saii 


limites dans les deux fractions bi t 
i 


ce rapport dans les deux fractions suivantes 


la dernière fraction; on peut donc prendre un = 0 et On = 


Hn- y 


6. Il est à remarquer que tous les raisonnements précédents subsistent 
en renversant la suite des p et l’écrivant ainsi : 

sr Lu 
ARE > FOA By, + bo Ha: 

7. Il ya lieu à des recherches intéressantes sur la forme à donner à 
(x), et sur les valeurs à donner aux quantités w pour obtenir les limites 
les plus resserrées, et je crois être parvenu à démontrer que la forme la plus 
avantageuse est f’ (x), précisément la forme que M. Sturm a adoptée. 


8. Dans la réduction en fraction continue de S la 9, nous n’avons con- 


sidéré que des quotients binômes; mais on peut pousser les divisions plus 
loin et obtenir des quantités de la forme 


o d l 
QG +b4+E +++ 
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le reste correspondant sera de la forme 
l 

OA iiia A A + cat +... tr 
En opérant ainsi, le nombre de termes dans chaque reste ira en diminuant, 
comme dans le procédé ordinaire, et le dernier reste sera de la forme Ca#, 
étant un entier positif ou négatif, et le dernier quotient de la forme 
Pa? + Qx?-1, p étant un entier positif ou négatif; nommant les quotients 
ainsi obtenus qı, qz ... qr, On voit aisément qu’on aura 


f(@) = Ma#D, 


où M est une constante, + un nombre entier positif ou négatif dont la valeur 
dépend de la manière dont on a opéré dans les divisions successives, et D est 
le dénominateur de la fraction continue 


RE US GRR 
qı tga +Q: +... + Qr + qr 
Donc, si l’on écrit, comme ci-dessus, 
X= (q? — Cr) (q? = 0)... (gr = C°) =æ 0, 


nommant Z et A les racines extrêmes de cette équation, si zéro n’est pas 
compris entre +% et L, ni entre A et — œ, la démonstration donnée ci- 
dessus subsiste encore pour le cas général. Et lors même que zéro est 
compris entre ces limites, L et A restent tout de même les limites pour les 
racines, abstraction faite de la racine zéro. 
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